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In erster N~herung werden die zur gleichen Hauptquantenzahl n gehSrenden Einelek- 
tronen-Quantenzustinde dureh eine einzige radiale Eigenfunktion /~ veto Slatersehen Typ 
besehrieben und mit dem Variationsverfahren aus dem Minimumprinzip der Energie be- 
stimmt, wobei die Orthogonalisierung der Eigenfunktionen auf die der tieferen ZustEnde dutch 
ein statistisches Pseudopotential ersetzt wird. In der zweiten NEherung werden dana die 
Eigenfunktionen der ersten NEherung ]i,/2, . . . ,  ],~, . . .  nach der Nebenquantenzahl l auf- 
gespalten, und zwar in der Weise, dab man diese Eigenfunktionen mit dem Schmidtschen Ver- 
fahren orthogonalisiert und die so gewonnenen Eigenfunktionen den Quantenzustgnden n, l 
zuordnet, wobei sich eine ausgezeichnete ~3bereinstimmung mit den tIartreeschen und Fock- 
schen Eigenfunktionen ergibt. 

As a first approximation all one-electron states of principal quantum number n are de- 
scribed by a single radial Slater-type function/~, the variation parameters of which are calcu- 
lated by minimisation of energy. The orthogonalization of the functions to those of the lower 
energy stages is replaced by a statistical pseudopotentiM. As a second approximation, using a 
Schmidt procedure the f. are split to functions/~z corresponding to the quantum stages n, I. 
The agreement with Hartree and Fock functions is very good. 

En premiere approximation, nous dgerivons les ~tats mono61ectroniques appartenant au 
hombre quantique principal n, par une seule fonction ]n de Slater d~termin6e par variation 
d'~nergie Otl l'orthogonalisation des fonctions sur celles des 6tats plus basses est substitu6e 
par un pseudo-potentiel statistique. En seeonde approximation, ces fonctions /i, f~, . . . , /~  
song d~doubl6es suivant le nombre quantique l, par nne orthogonalisation de Schmidt. Les 
fonetions obtenues song attributes aux gtats quantique n, ~et s' accordent tres bien aux 
fonetions de Hartree et de Fock. 

I. Einleitung 
I n  der vorliegenden Arbeit  soil zur Bereehnung der Eigenfunkt ionen  und  

Energieeigenwerte von Einelektronzust / tnden in  Atomen eine vereinfaehte Me- 
thode des ,,self-consistent field" ausgearbeitet  werden. Die Vereinfaehung besteht  
darin,  dab wit in  erster N/therung erstens die Quantenzust~nde,  die zur gleiehen 
Haup tquan t enzah l  n geh6ren, d .h .  die Elektronenzust / tnde einer der Sehalen 
K, L, M . . . . .  dutch  eine einzige radiale Eigenfunkt ion  veto Slatersehen Typ  be- 
sehreiben und  zweitens darin,  da6 wir das Besetzungsverbot  der energetiseh tiefer 
l iegenden vollbesetzten Elektronenzust / tnde dutch  ein veto Verfasser hergeleite- 
tes Pseudopo~ential  in Betraeht  ziehen. Die Bes t immung dieser vereinfaehten 
radialen N/therungseigenfunkt ionen gestaltet sieh sehr einfaeh und  ffihrt zu Re- 
sul taten,  die sieh ffir viele Zweeke - -  ganz ihn l ieh  Me die Slatersehen N/therungs- 
eigenfmikt ionen - -  als sehr brauehbar  erweisen. Die zweite N/therung besteht  
darin,  dab man  die N/therungseigenfunktionen I f ,  ]2 . . . . .  [n  . . . .  der ersten N/the- 
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rung nach der Nebenquantenzahl 1 aufspaRet, indenl man sie mit  dem Schmidt- 
sehen Verfahren orthogonalisiert und die so gewonnenen orthogonalen Eigen- 
funktiolmn den Quanteuzust~nden n, l zuordnet, wodurch sich eine ausgezeich- 
nete Ubereinstimmung mit den exakten Hartreeschen oder Hartree..Fockschen 
LSsungen des ,,self-consistent field" ergibt. Eine weitere Verbesserung lii~t sich 
durch die Streckung des Koordinatenmal~stabes erzielen~ indem man  einen 
Streckungsparameter einffihrt, der aus der Minimumsforderung der Energie be- 
s t immt wird. 

Das der ersten )~i~hcrung zugrunde liegende vereinfachte wellenmeehanisehe 
Atommodell steht in engstem Zusammenhang mit  einem erweiterten statistischen 
Atommodell, dem statistisehen Schalenmodell, in welchem die Elektronen in die 
K-, L-, M - , . . .  Schalen gruppiert sind und yon einander gesondert statistisch 
behandelt werden. Dieses Modell wurde yon GOMBAS und L A P , Y ]  [6--10] be- 
gr/indet und yon Go~B~s und Szo~nY [11, 12] welter ausgebaut. Die hier im fol- 
genden entwickelte erste N~herung des vereinfachten self-consistent field ist im 
wesentlichen mit  dem sta$istischen Schalenmodell identisch. Ein Unterschied 
besteht nur in der Auffassung insofern, als man bier yon Einelektroneigenfunk- 
tionen ausgeht, aus denen man dann z. B. die im wellenmechanischen Sinne ge- 
deutete Dichteverteilung der Elektronen in einer Schale bestimmen kann, w~h- 
rend man im statistischen Sehalenmodell des Atoms die Diehteverteflung der 
Schalen als primiir voraussetzt. 

II .  Erste 5~iherung 

1. Eigen/z~nlctionen und Elelctronendichte 
In  erster N~herung beschreiben ~vir alle Elektronenzust~nde in einer Schale 

durch dieselbe radiale Eigenfunktion yore Slaterschen Typ und bezeichnen diese 
zun~chst yon 1 als unabh~ngig vorausgesetzte radiale Eigenfunktion der Quanten- 
zust~nde der n-ten Schale mit  ]n(r). Sie soll nur bei r -- 0 und r = c~ verschwinden, 
sie besitzt also nur ein Maximum. Wir nehmen an, da~ In(r) der Normierungs- 
bedingung 

CO 

~ /~ (r) dr = ~ (n = 1, 2, 3 ) (l) 
0 

genfigt. 
Die Grundlage dieser 57/~herung bildet die haupts~chlich aus den Hartreeschen 

Bereehnungen gewonnene Erkennt~fis, wonaeh in einer vorgegebenen Schale das 
vom Kern entfernteste Maximum des Quadrates der radialen Eigenfunktion (das 
I t aup tmaximum)  ffir alle Elektronenzustande der Schale unabh~ngig yore Wert  
der Nebenquantenzahl praktisch in gleieher Entfernung yore Kern liegt, was im 
Verlauf der gesamten radialen Elektronendiehte des Atoms durch die am Oft der 
Schalen entstehenden Maxima zum Ausdruck kommt.  

Da in der ersten N~herung die radialen Eigenfunktionen der Elektronen- 
zust£nde einer Schale yon 1 als unabh£ngig betrachtet  werdeu, mul~ man im fol- 
genden bei der Berechnung yon Ausdrficken, die l explicite enthalten, fiber 1 
mitteln. 

Wir beschri~nken uns im folgenden auf Atome, in denen die Unterschalen, d. h. 
die 2 (2 1 ÷ l) Quantenzust~nde, die in einer K-, L-, M . . . .  Sehale zu einem 
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vorgegebenen Wert  der Nebenquantenzaht ~ geh6ren, alle votlbesetzt sind. Den 
Ausgangspunkt bildet der Energieausdruck unseres vereinfachten Atommodells, 
der sich, abgesehen yon dem aus der gegenseitigen Elektronenwechselwirkung 
resultierenden Anteil, aus der Energie der einzelnen Elektronenschalen aufbauen 
l~t[3t. In  dieser spielt die Dichte pn sowie die radiale Dichte Dn = 4 s r 2 ~n der 
Elektronen in der n-ten Schale eine wiehtige Rolle. Wenn wir die Anzahl der 
Elektronen in der n-ten Schale mit~ N s  bezeichnen, hat man mit  den naeh (i) nor- 
mierten Eigenfunktionen 

D~ -- iVn/~. (2) 

Ffir die gesam~e radiale Dichte D des Atoms gilt der Ausdruck 

D = ~ Dn.  (3) 
n 

2. Das Besetzungsverbotpotential 

Das Pauli-Prinzip erfordert in unserem Modell, daf3 die Eigenfunktion eines 
Elektrons auf den Eigenfunktionen der energetisch tiefer gelegenen Zust~nde 
orthogonal seia muir, was ein Auwachsen der kinetischen Energie zur Folge hat, 
wodurch das Hinabstfirzen des betreffenden Elektrons in die energetiseh tieferen 
Zust~nde verhindert wird. Das Besetzungsverbot 1£6t sich in der statistischen 
Theorie des Atoms durch ein Pseudopotential ausdrficken, das wir bier zur 
weiteren Vereinfachung der Methode des self-consistent field heranziehen. 

Das Besetzungsverbotpotential hat fiir Valenzelektronen mit der Neben- 
quantenzah| l mit  einer radialen Dicheverteilung P1 in bezug auf die vollbesetz- 
ten Rumpfelektronenzust~nde mit  der Nebenquantenzahl l folgende Gestalt* 

G~ 8(2Z + 1) ~e% (D~ + 2 P t D / ) - - ~ e a  0 r~, (4) 

wo Dl die radiale Dichteverteilung 4er Rumpfelektronen mit  der Nebenquanten- 
zahl l bedeutet [1--4]. Wenn wir das elektrostatische Potential, in dem sich die 
Valenzelektronen bewegen, durch dieses Pseudopotential erg~nzen, so sind wit 
vom Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden Elektronenzusti~nde mit  
der Nebenquantenzahl 1 frei und haben im Grundzustand des Atoms den energe- 
tiseh absolut tiefsten Quantenzustand der Valenzelektronen zu bestimmen. 

Wir wollen nun dieses Besetzungsverbotpotential auf unser vereinfaehtes 
Atommodell anwenden und ziehen hierzu die Elektronen in der n-ten Sehale mit  
der Nebenquantenzahl 1 in Betracht. Ffir diese Elektronen kann man das Beset- 
zungsverbot der vollbesetzten inneren Schalen mit  der Hauptquantenzahl  l d- 1, 
. . . .  n -  i dureh das Besetzungsverbotpotential Gn~ ersetzen, das man aus (4) 

n - - 1  

erh~lt, wenn man Pl ~ Dn~ nnd D~ - ~ D~'l setzt. Man erh~lt somit fiir G~,~ 
n I ~ + i  

den Ausdruek 

a,~  -- s (~ l + ~ ~ ~0/~ ~ D ~ , ~  + 2 D~,~ ~ +  = - - .  (5) L\,'=~+~ / ,, Dn 'z  - ~ eao r2 

* Im zweiten Glied auf der rechten Seite in (4), das ein kleines Korrektionsglied azimuta- 
len Ursprungs ist, w~£hl~en wir hier den l%ktor  t /8 (stat t  des Faktors  t/4, der ebenfalls zul~tssig 
w~re), da dieser den besseren AnschluI] an  die iiblichen halbklassischen Methoden (z. B. an 
die WKB-Methode) gibt. 

e bezeiehne~ die ]positive ]~lemen~arladung und  a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius. 
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Da sich praktiseh nur die Diehten der benaehbarten SehMen fiberdeeken, ist in 
den Summen in (5) in bezug auf die Elektronen der n-ten SehMe dasjenige Glied 
aussehlaggebend, das der der n-ten Sehale benaehbarten inneren Sehale (n' = n - 1 )  
entsprieht ; yon den/ibrigen Gliedern spielt das Glied mit n ' =  n -- 2 eine geringe 
Rolle ; der Beitrag der fibrigen Sehalen kann vernaehlfissigt werden. Das Glied mit  
der zweiten Summe auf der reehten Seite in (5) kann ira Verh/~ltnis zum Glied mit  
der ersten Summe Ms ein im Verh/~ltnis zu diesem kleines Korrektionsglied be- 
traehtet  werden, denn die Diehten versehiedener Sehalen fiberdeeken sieh nicht 
stark; dieses Korrektionsglied ist demzufolge nut am Oft der n-ten SehMe yon Be- 
deutung. Dutch dieses Korrektionsglied wird also das Potential Gnl geringffigig 
yon der Verteilung der Elektronen der n-ten Sehale abhgngig, auf  die sieh Gnt 
bezieht. 

Da wir, wie gesagt, in unserem vereinfaehten Atommodell zwisehen den Elek- 
tronen mit verschiedener Nebenquantenzahl in einer SehMe keinen U~tersehied 
maehen und da voraussetzungsgem/~13 die UntersehMen roll besetzt sind, hat  man 
ffir Mle Werte yon n D,,l = 2 (2 l + t ) /~  zu setzen. Nit  l~iieksieht hierauf folgt 
aus (5) 

Wenn man nun Gnt in der n-ten Sehale fiber l mittelt,  so erh/ilg man das im 
Mittel auf die Elektronen der n-ten SchMe wirkende BesetzungsverbotpotentiM 

t 

das yon l unabh/~ngig ist. 
Wenn ~vJr nun das elektrostatische PotentiM V mit Gn erg/~nzen und das 

modifizierte Potential V ÷ Gn einffihren, so k6nnen wir ffir den Grundzustand des 
Atoms, auf den wit uns hier beschr~nken, die Energie der Elektronen der n-ten 
SchMe so berechnen, als ob sie sich im energetisch absolut tiefsten Zustand im 
modifizierten PotentiMfeld bef/inden und die Elektronen der inneren SehMen gar 
nicht existierten. 

In  der nachfolgenden Energieberechnung der Elektronen ziehen wir den aus 
dem elektrostatischen Anteil des modifizierten Potentials und den aus dem Pseu- 
dopotential Gn resultierenden Anteil der Energie der Elektronen gesondert in Be- 
tracht. Den letzteren Anteil, der kinetischen Ursprungs ist, behandeln wir im 
Rahmen der Berechnung der kinetischen Energie der Elektronen, ffir die sieh hier- 
dutch in unserer N/~herung eine wichtige Erkenntnis ergibt. 

3. Energieausdruck und Grundgleichungen ohne A ustausch und Korrelation 

Wir befassen uns zun/~ehs~ mit  der Berechnung der Energie der Elektronen in 
der n-ten SehMe, danach bereehnen wir die gesamte Energie des A~oms und leiten 
aus dieser die Grundgleiehungen ab. 

Wir beginnen mit  der Berechnung der kinetisehen Energie der Elektronen der 
n-ten Schale. Diese setzt sieh aus mehreren Anteilen zusammen. Ein radialer An- 
teil lautet:  

\ dr ] dr .  (7) 
0 o 
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Diese Energie,  mi t  Dn ausgedrt ickt ,  is t  in  der  s ta t i s t i sehen Theorie des Atoms  als 
der  Weizsgekersehe Inhomogeni t~ t san te i l  der  k inet isehen Energie  bekannt .  Die 
Forme l  gilt  bier,  solange wi t  zwisehen den Eigenfunkt ionen  der  Elekt ronen-  
zus tgnde der  n- ten  Sehale keinen Unterseh ied  maehen,  exakt .  

E in  weiterer  Ante i l  der  rad ia len  kinet isehen Energie  resul t ie r t  aus dem Pseudo-  
po ten t i a l  Gn; dieser 1/~Bt sieh kurz  dureh  folgenden Ausd ruek  dars te l len :  

E(g~) = - e N n  
o 9 

o o  o o  

f (" OG~ -- e G n D n d r + ½ e  ~ 
9 0 

Diese Energie client als Ersa tz  desjenigen Antei ls  der  k inet ischen Energie,  welcher 
aus der  hier  vernachlgss ig ten 0r thogonal i t /~t  der  E igenfunk t ionen  auf  denen der  
energet isch t ieferen Energiezust/~nde mi t  gleicher Nebenqnan tenzah l  resul t ier t .  
Die gesamte  radia le  kinet ische Energie  der  E lek t ronen  in der  n - ten  Schale is t  
E(n) ~ E(gn) 

Die Energie E~ ~) stammt aus dem radiMen Anteil der ~'ermischen kinetischen Energie der 
Elektronen der n-ten SehMe; sic ist jedoch nur ein Tell dieser Energie, und zwar derjenige, der 
diese Elektronen auf das Ferminiveau heb~, das dem hSchsten you den Elektronen der inneren 
Schalen (n' = 1, 2, . . . ,  n - 1) vollbesetzten Energiezustand entspricht. Den res~lichen Teil 
der radialen Fermisehen kinetisehen Energie, der eine Folge der endlichen Impulsbreite der 
Impulsraumzellen ist, und den man - -  mangels eines besseren Ausdruekes - -  etwa Ms die 
,,radiale kinetisehe Selbstenergie" dieser Elektronen bezeichnen kSnnte, ist in E(g ") nieht inbe- 
griffen, sondern ist in E~ =) en~halten. 

In der statistischen Theorie des A~oms wird die kinetisehe Energie des Atoms meistens in 
der Weise berechnet, dab man zur gesamten ];ermischen Mnetischen Energie (die aueh die 
kinetische Selbstenergie der Elektronen enthglt) den Weizs~ckerschen Inhomogenitgtsanteil 
einfach hinzuaddiert, wodureh jedoch ein Fehler entsteht, da ein Teil der kinetisehen Energie, 
n~mlich die kinetisehe Se]bstenergie, doppelt geziihlt wird. Es wurde yon mehreren Au~oren 
der Versuch ungernommen, dem in der Weise abzuhe]fen, d~B man E~ ~) mit einem Faktor < 1 
versehen hat. Unserer Ansicht nach ist der bier eingesehlagene Weg, der nicht den Weiz- 
sS~ekersehen, sondern den Fermisehen Anteil entspreehend reduziert, konsequenter und fiihrt 
aueh zu sehr guten Resultaten. Allerdings wird dieser Weg nur dadurch ermSglicht, dat3 das 
bier zugrunde gelegte Atommodell kein rein statistisehes Modell mehr ist, sondern einen ~ber- 
gang zwisehen der statistischen and wellenmechanisehen Betrachtungsweise darstellt. 

SehlieBlieh enth~ilt die kinet isehe Energie der  E lek t ronen  noch einen az imuta-  
len Antei l .  F i i r  die E lek t ronen  der n- ten  Sehale unseres Modells ergibt  sieh der  
Ansdruek  

N(n) ½-e~a052(21-5t) / ~  d r  = - e v ~ - -  n d r  (9) 
t 

wo V (n) das  yon  1 unabh/~ngige, ffir alle E lek t ronen  der  n- ten  Sehale gleiche Er-  
sa tzpotent ia l ,  das  sog. mi t t l e re  Zent r i fugalpotent iM 

l l ( l + t )  
-~v(~) . . . .  ½ e ao 2¢~-- ~ 2 (21 + l)  r~ (10) 

dars te l l t  und  die Summat ion  auf  alle b e s e t z t e n / - W e r t e  der  n - ten  Schale auszu- 
dehnen ist.  

Die Berechnung der  e lekt ros ta t i schen potent ie l len  Energie  der  E lek t ronen  ge- 
schieht  in der  fiblichen Weise.  W i r  bereehnen zuniichst  die potent ie l le  Energie  der  
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Elektronen in der n-ten Sehale und zerlegen diese zweckmgBigerweise in die 
Wechselwirkungsenergie E(~ n) der Elektronen mit  dem Kern und die Elmrgie E~ n), 
die aus der Wechselwirkung der Elektronen der n-ten Schale mit  den Elektronen 
aller Schalen, d .h .  auch mit den Elektronen der in Betracht gezogenen n-ten 
Schale resultiert. 

Ffir E~ n) erh~lt man 

WO 

Ze 
Vk = - -  02)  

r 

das Potential des Kerns mit  der Ordnungszahl Z ist. 
Zur Bereehrmng yon E(e n) ist es zweckmgBig, zungchst die Wechselwirkungs- 

energie Win der Elektronen der ?'-ten und n-ten Schale zu bestimmen. Ffir diese 
ergibt sich 

f,~o)~- flz(')ndr, (13) Win ~ - - 1 ~  n e  re  I n a r = - -  e --e ~ u  

WO 

f /~ (f) dv' f Dj (r') dr" . . . .  e ~, (14) 

das elektrostatische Potential der Elektronen der ?'-ten Schale und dr' das Volu- 
menelement am Ort v' bedentet. Mit (13) lgBt sich E~ n) folgendermaBen sehreiben: 

1 1 ~)= 5' w s , +  ½ w~n - ~ w,,~ . (15) 
t 

Die Summe ist auf  alle besetzten Elektronenschalen mit  Ausnahme der n-ten 
auszudehnen; das letzte Glied auf der rechten Seite steht zur Aussehaltung der 
elektrostatischen Selbstwechselwirkung der Elektronen. 

Ohne Austausch- und Korrelationsenergie hat  man also f/ir die Energie E~ 
der Elektronen in der n-ten Schale den Ausdruck 

En--  E~ n) + E(n'+ E(n)+ E(k n) + E7  ) , (16) 

der eine gute Ngherung darstellt, da der bier vernachlgssigte Ausdruck der Aus- 
tausch- und Korrelationsenergie nur eine kleine Korrektion bedeutet. 

In  dieser Ngherung gestaltet sich die Gesamtenergie E 1 des Atoms folgender- 
maBen : 

f Wn~), 
1 

& = ~ (h, h . . . .  ) d~ = E (E~) + E( F + E(g) + E T  + ~ E wjn - ~ ~ 7  
n j 

(t7) 

wo vl (/~, ]~ . . . .  ) die radiale Energiedichte bezeiehnet und die Smnmationen fiber 
n und ~" auf alle besetzten Schalen auszudehnen sind. 

Die Eigenfnnktionen hat man aus der Minimumsforderung yon E 1 unter Be- 
rficksichtigung der Nebenbedingungen (t) zu bestimmen, d .h .  man hat  vom 
Variationsprinzip 

f [~1 (fi ,  f2 . . . .  ) - -  E ~n/~] d r -  0 (iS) 
n 
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auszugehen, wo die 8n Lagrangesehe Multiplikatoren bezeichnen und /1,/2 . . . .  
die zu varfierenden Funktionen sind. tI ieraus ergibt sieh zur Bestimmung der 
Eigenfunktionen das GMchungssystem 

½e2ao/n + Vzc+ V e - ~ - ~  . + Gn e + s n  / n = 0 ,  (19) 

( n =  1,2 . . . .  ) 

wo ]~ die zweite Ableitung yon ]~ nach r und V ~ -  ~ V~ ") das elektrostatisehe 
n 

Potential aller Elektronen des Atoms bezeichnet. Diese Gleiehungen haben die 
Form yon SchrSdinger-Gleichungen fiir den Fall, dab sich die Elektronen in dem 
effektiven Potential  

V(n) V~ + i V~) V(~) erl = Ve - ~ + _~ + G~ (20) 

befinden; die e~, sind die Energieparameter. Man hat aus diesen GMchungen den 
energetiseh absolut tiefsten Zustand zu bestimmen, d. h. es besteht flit die Eigen- 
funktionen /~,/2 . . . .  die Bedingung, dal3 diese nut  fiir r =  0 und r .... ~ ver- 
sehwinden sollen und daz~dschen keine Nullstellen haben diirfen, denn die Eigen- 
fnnktionen mit  weiteren Nullstellen wiirden angeregten Zustgnden entsprechen. 

Das Gleichungssystem (19) ist ein stark vereinfaehtes I-Iartreesehes G!ei- 
ehungssystem des self-consistent field. Die Vereinfachungen liegen einerseits 
darin, dag wit s tat t  der Orthogonalisierung der Eigenfunktionen auf den Eigen- 
funktionen der energetiseh tiefer liegenden Zustgnde mit  derselben Nebenquanten- 
zahl das Pseudopotential Gn einfiihrten und andererseits darin, dag wit zwisehen 
den Elektronen mit  verschiedener Nebenquantenzahl in ciner Elektronensehale 
keinen Untersehied machten, d. h. die Aufspaltung der Eigenfunktionen und der 
Energie naeh 1 nicht beriieksichtigt haben. Diese Vernaehlgssigung hat zur Folge, 
dal3 sich die Anzahl der GMchungen in unserem GMchungssystem im Vcrhgltnis 
zum Hartreeschen stark verringert, so z. B. bei Ar von 5 auf 3 und bei Hg yon 14 
auf 6, was eine betrgehtliche Vereinfachung bedeutet. Allerdings erhglt man 
zufolge der Unterdr/ickung der Aufspaltung nach 1 zungchst nur eine grobe 
Ngherung, die man jedoch - -  wie im Abschnitt I I I  gezeigt werden soll - -  sehr 
einfaeh verfeinern kann, und man erhglt dann eine sehr gute Approximation der 
exakten L6sung des self-consistent field. 

Das effektive Potential (20) in der Gleichung fiir ]~ ist aul3er yon den Eigenfunktionen der 
Elektronen in den iibrigen Sehalen aueh yon der zu bestimmenden Eigenfunktion ~ abhgngig. 
Die L6sung des Gleichungssystems (19) kann mit einem Iterationsverfahren geschehen, ghn- 
lich dem, das m~n bei der LSsung der tIartreeschen Gleichungen des self-consistent field an- 
wendet. 

4. Energieausdruck und Grundgleichungen mit A ustausch und Korrelation 

Wit wollen annehmen, dab wir die Eigenfunktionen auf die beschriebene 
Weise best immt haben. Aus den Eigenfunktionen ergibt sieh unmittelbar die 
Dichteverteilung @ der Elektronen im Atom. I m  Besitz yon @ k6nnen wir sehr 
einfach die Ngherung unseres Verfahrens verbessern, indem wit den Elektronen- 
austausch und die Korrda t ion  in das Verfahren einbauen. 

Hierzu erggnzen wir den Energieausdruek des Atoms dnreh die Austauseh- 
energie Ea und die Korrelationsenergie Ee der E]ektronen des Atoms, die wir mit  
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dem yon SLAT~ hergeleiteten mittleren Austauschpotential [15] had dem yon 
GOMB~S hergeleiteten mittleren Korrelationspotential [5] berechnen. Diese Ener- 
gien kann man mit diesen N~herungsausdrfieken nut  fiir das ganze Atom, nicht 
aber fiir die einzelnen Sehalen angeben, da das Aust~useh- und Korrelations- 
potential nicht in Anteile aufgespaltet werden kann, die yon den einzelnen Sehalen 
herrfihren. 

Das mittlere Austausch- und Korrelationspotential kann man folgender- 
maiden darstellen: 

= ~ - ) " e @  '3 , (21) 

0,0714 e 1 e ( 1) 
Vc = 0,0562-~a~e,1/3 @'Y + 0,0622--1nao I ÷ 2,39 a0@ 'v , (22) 

wo wir zur groben Aussehaltung des Selbstaustausehes und der Selbstkorrelation 
start der gesamten Elektronendiehte @ des Atoms 

setzten, und wobei wit beriieksiehtigt haben, dag bei einem Atom mit abgesehlos- 
senen Sehalen nur je die Hglfte der Elektronen (Elektronen mit parallelem Spin) 
mit einander in einer AustausehweehselMrkung steht und ebenfalls nur f/Jr die 
H/~lfte der Elektronen (Elektronen mit antiparallelem Spin) die Korrelations- 
weehselwirkung yon Bedeu~ung ist. Die Elektronendiehte @ betraehten Mr aus 
den ohne Austauseh und Korrelation durehgeftihrten Bereehnungen her als gegeben. 

MAt diesen Ausdrfieken ffir Va und Vc erhNt man 

E a = -  ~ ½ N n e ~  V a / 2 n d r = - ½ e f  VaDdr ,  (24) 
n 

n 

wo die gesamte radiale Elektronendichte D durch (3) dargestellt wird. 
Die Gesamtenergie des Atoms gesta]tet sich nun mit der Austauseh- und 

Korrelationsenergie folgendermal~en 

E2 = f ~ (]a, ]~ . . . .  ) dr = E 1 + Ea + Ec , (26) 

wo v~ die mit der Austausch- und Korrelationskorrektion erweiterte radiale 
Energiediehte bedeutet. 

Mit dem mittleren Austauseh- und Korrelationspotential kann man das Glei- 
ehungssystem (19) fiir die Funktionen /x, /2 . . . .  , ]n . . . . .  ganz ~hnlieh wie dies 
SLATER bei der vereinfachten Berficksiehtigung des Austausehes getan hat [15], 
folgendermal]en erweitern : 

½e~ao/"~+[(Vk+ Ve--N~ + Va+ Vc+ Gn) e+en]/n  0 (27) 

( n =  L 2  . . . .  ) .  

Diese Gleiehungen unterscheiden sieh yon den Gleiehungen (19) darin, dab in den 
ersteren das effektive Potential (20) durch das mittlere Austauseh- und Korre- 
lationspotential erg/~nzt ist. Die Randbedingungen sind dieselben wie beim 
Gleiehungssystem (19). 

Theorek  ehim. Ae ta  (Berl . )  Vol. 5 9 
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Wir haben in den Grundgleiehungen sowie im Energieausdruck (26), aus dem diese her- 
geleitet wurden, die elektrostatische Selbstwechselwirkung und den Selbstaustausch der 
Elektronen ausgeschaltet, letzteren allerdings nur in einer sehr groben Weise. Es sei hier er- 
wghnt, dab bei einer exakten Behandlung des self-consistent field naeh Hartree-Foek im 
Energieausdruck und in den Grundgleichungen die elektrostatisehe Selbstweehselwirkung der 
Elektronen durch den Selbstaustausch yon selbst kompensiert wird, eigens eine Korrektion 
einzufiihren also iiberfliissig ist. In unserer N~herung finder jedoeh diese Kompensation nicht 
start, so dab es zweekmal~ig ist, die oben eingefiihrten Korrektionen zu verwenden. 

5. Lgsung dsr Grundgleichungen mit dem Variationsverlahren 
Die L6sung der Grundgleichungen (19) bzw. (27) mit  dem Iterationsverfahren 

ffihrt zu sehr weitl~ufigen gechnungen. Eine fiir die meisten Zwecke ausreiehend 
genaue NgherungslSsung kann man mit  Hilfe des Variationsverfahrens mit  einer 
wesentlieh geringeren geehenarbeit  folgendermaBen bereehnen. Man maeht  ffir 
die Eige~ffunktion einen Ansatz, der einige zweekmaBig gew~thlte Variations- 
parameter  enthalt, berechnet mit  diesem die Energie des Atoms als Fnnktion 
dieser Parameter  und best immt diese aus der Minimumsforderung der Energie. 

In  erster Naherung ist es zweekmaBig, fiir ]n folgenden Ansatz zu maehen : 

/n --  A , ,  r~. ~-~. ~, (28) 

wo An eine ~Normierungskonstante bezeichnet, fiir die man ans (i) 

a./(2~n)z~,+ 1 
An = F f f ~  + ~) (29) 

erh~lt; Zn und ~n sind Variationsparameter, die aus der Minimumsforderung der 
Energie des Atoms best immt werden. Allerdings wird man fiir zn nur ganzzahlige 
oder halbzahlige Werte zulassen, da die Reehnungen nur fiir diese Werte einfach 
durehgefiihrt werden k6nnen. 

Dies Verfahren l~Bt sich noch welter vereinfaehen, wenn man annimmt, dab 
die Elektronenverteilung in einer Sehale nur vom Kernpotential  und veto Poten- 
tial der inneren Schalen abhangt, yon den ~uBeren Sehalen aber in erster N~herung 
unabh~ngig ist. Man kann dann das Atom sukzessive aufbauen, indem man eine 
Sehale naeh der anderen hinzufiigt. In  diesem Falle hat man jeweils nur eine 
einzige Eigenfunktion ]n, d. h. nut ein Wertepaar  ~n, 2n zu bestimmen, was die 
Rechnungen sehr vereinfaeht. DaB dieser sukzessive Schalenaufbau des Atoms 
als eine nullte N£herung zul~ssig ist, ergibt sieh daraus, dab sieh die so best immten 
Werte der Variationsparameter yon denjenigen Werten, die man aus einer simul- 
tanen Variation aller dieser Parameter  erh£1t, Imr wenig unterscheiden. Es sei 
noch erw£hnt, dab bei eilfigen Anwendungen in der nullten N£herung im Aus- 
druek (6) fiir Gnl das Korrektionsglied [das zweite Gfied in der eekigen Klammer  
auf der reehten Seite in (6)] vernaehlgssigt wurde. 

Die so bereehneten Resultate, die sieh auf den Energieausdruek (17) ohne 
Austauseh- uud Korrelationskorrektion griinden, kann man verfeinern, wenn man 
start  (~7) den mit der Austauseh- und Korrelationsenergie erggnzten Energieaus- 
druck (26) zugrunde legt. In  diesem kann man im Ausdruek des Anstausch- und 
Korrelationspotentials fiir die Dichteverteilung ~ die ohne Austausoh und Korre- 
lation gewonnene Verteilung einsetzen und die somit yon den zu bestimmenden 
Eigenfuuktionen unabhgngigen Ausdriieke fiir Va und Vc zur m6gliehst einfaehen 
Durchffihrung der Rechnungen dureh einfaehe Ausdriicke approximieren. Der 
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hierdurch entstehende Fehler isb unbedeutend, da Austausch- und Korrela$ions- 
energie zur Gesamtenergie des Atoms nur einen kleinen Bei~rag geben. Das Varia- 
tionsverfahren kann dann ffir den Energieausdruek (26) geradeso durehgeffihrt 
werden wie fiir den Ausdruek (17). 

6. Resultate 

Dieses Verfahren wurde in versehiedenen N/~herungen auf die Atome Ne, At, 
Kr, X und t tg  sowie auf die Ionen Rb + und Hg ++ angewendet [6--8, 11, 12]. Die 
Wer~e der Varia$ionsparameter sind in der Tabelle zusammengeStellt. Im Falle 

Tabelle. Werte der Variationsparameter ~ ,  ~ und der Energie 
E ]iir elnige Atome und Ionen. 2.~ in t /a o- und E in e2/ao-Ein - 

heiten 

n ~n 2 ).n -- Et~eor - Eemp 

Ne 1 t,0 t9,74 125,63 129,5 
2 1,5 4,01 

Ar 1 1,0 37,03 527,0 525,4 
2 2,0 13,12 
3 3,0 4,8t 

Kr 1 1,0 71,38 2735 2704 
2 2,0 30,00 
3 3,0 13,47 
4 4,0 5,32 

Rb + 1 1,0 79,06 2878 2885 
2 2,0 3O,99 
3 3,0 t3,29 
4 4,0 5,42 

X 1 t,0 107,38 7267 7079 
2 2,0 46,38 
3 3,0 24,76 
4 4,0 1t,94 
5 5,0 5,47 

Hg 1 :1,0 177,85 18351 18680 
2 2,0 75,46 
3 3,0 39,00 
4 3,5 i7,33 
5 4,0 7,13 
6 4,5 2,49 

des Hg++-Ions wurde ffir die beiden/~uBersten Schalen ]n auf numerisehem Wege 
dureh LSsen der G1. (17) bestimmt [7]. In  diesem Falle liegen die LSsungen ~abel- 
liert vor. 

Ffir das Hg-Atom haben wir/~ zusammen mit den aus den self-consistent field 
Verteilungen berechneten [13] radialen Eigenfunktionsquadraten ~ ,  ¢]p und ~v]g 
in Fig. t dargestellt*. Hieraus ist zu sehen, daft das Maximum yon 9~d sowie die 

* Wir gebrauchten hier fiir die Hartreeschen Eigenfunkbionen die Bezeichnung 93,, ~ ,  
usw. start der im spii~eren benutzten Bezeichnung 9"z. 

9* 
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auBersten Maxima yon 9~, und F~p ann£hernd in gleicher Entfernung vom Kern 
liegen und n~herungsweise gleiche HShe haben und dal~ dieses gemeinsame Maxi- 
mum dutch unser ]~ gut approximiert wird. In  der NiChe des Kerns gibt nnser f~ 
einen Mittelwert des Verlaufes der 3s-, 3p- und 3d-Diehten. 

Der yon uns berechnete Verlauf der gesamten radialen Elektronendichte D des 
Ar- und Hg-Atoms [6--8, 11, 12] ist zusammen mit  dem Verlauf der aus den self- 
consistent field Verteilungen [/4, 13] bereehneten radialen Elektronendichte in 
den Fig. 2 und 3 dargestellt. Aus diesen ist ersichtlich, dal~ die yon uns berechne- 
ten Verteilungen der gesamten Elektronendiehte die entspreehenden Verteflungen 
des self-consistent field ausgezeiehnet approximieren. Die den einzelnen Schalen 

~0 ~ ," 

fb- 

zO 

O l 2 3 4z 
7" 

~" Fig. 2. Vergleich der hier bereehneten gesamten radialen ~lek- 
tronendich~e D des Ar-Atoms mit  der yon Hartree. Abszisse in 
%-, Ordinate ili 1/%-Einheiten. - -  bier berechnet, - . . . . .  

nach Hartree 

~- Fig. 1, Vergleich der hier berechtleten Verteilungsfu.nktion 
132/(4 ~) mif~ den Hartreeschen Verteilungsfunktionen ~3s2/(4 n), 
~s3p2/(4 ~) ulld ~ssa2/(4 n) ffir das I tg-Atom. Abszisse in %-, Ordi- 
nate in  1/a0-Einheiten. die bier berechnete Verteilullgs- 

~25 ~50 funkti°n/3e/(4 ~)' " " " " die Hartreeschen Verteilungsfunktionen 

7 ~ .  D 

entsprechenden Maxima sind gut ausgepr~tgt und liegen praktiseh an denselben 
Ste]len wie beim self-consistent field. Das Fehlen der inneren Nebenmaxima in 
unseren radialen Teildichten Dn macht  sich im Verlauf der gesamten radialen 
Dichte D kaum bemerkbar. 

In  der Tabelle sind aueh die Werte dcr Energien der Atolne (d. h. der Energie- 
minima) zusammen mit  den empirischen und halbempirischen Werten* angege- 
ben. Wie aus einem Vergleich zu sehen ist, stimmen die berechneten Energiewerte 
Etheor mit  den empirischen bzw. halbempirischen Werten Eem p vom leichten Atom 
Nc bis zum sehweren Atom Hg sehr gut fibercin. Durch Bercchnung der Energie 
yon ionisicrten Atomen kann man aus den Energiedifferenzen die Abtrennungs- 
arbeit des jeweils £ui~ersten Elektrons, d. h. die Ionisierungsenergie berechnen, 
die ebenfa]ls gut mit  dcr Erfahrung fibereinstimmt. 

* Die Werte fiir die Edelgase und Hg sind einer Zus~mmenstellung yon P. GOMB£S ent- 
nommen; man vg]. P. GOMB.~S, Fliigges Handb. d. Phys. 86/2, S. 183. Berlin-GSttingen- 
Heidelberg: Springer 1956. Der Wert fiir Rb + wurde mit dem Slaterschen halbempirischen 
Verfahren bereehnet, man vgl. J. C. SLATER : Physic. Rev. 36, 57 (1930). 
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75O 
A J 

706 

0 0,5 1,o 1,5 2,0 z,5 

[ i g l  3 " ~er gleich de[ h ier be[ech~e~e~ ge~am~e~ ~a~ialen E ~e~t r on~dx ~h~ D d ~  ~g l~  ~o m ~ ml~ der ~o~ ~ar  ~reel 
Abszisse in a0-, Ordinate in 1/a0-Einheiten. hier berechnet,  - . . . .  nach Har t ree  

III. Zweite N~iherung 

1. Orthogonalisierung der Eigen/unktionen 

Die zweite N/iherung dieses Verfahrens besteht darin, daI~ man die in der 
vorangehenden N/~herung berechneten /n-Eigenfunktionen auf den zur gleiehen 
Nebenquantenzahl gehSrenden Eigenfunktionen der inneren Elektronen mit dem 
Schmidtsehen Verfahren orthogonalisiert, wodureh man eine fiberrasehend gute 
Approximation der Einelektroneigenfunktionen des self-consistent field erh/~lt. 
Die Quadrate der so gewonnenen Eigenfunktionen geben nieht nur die vom Kern 
entferntesten Maxima, die sogenannten Hauptmaxima, sondern aueh die inneren 
Nebenmaxima riehtig wieder. Die Maxima sowie die Nullstellen der Eigenfunk- 
tionen sind praktisch dieselben wie beim self-consistent field. Durch die Orthogona- 
lisierung ergibt sich zugleich die Aufspaltung nach l und wir bezeiehnen dem- 
gem/~B die so gewonnenen orthonormierten, radialen Eigenfunktionen mit zwei 
Indices, und zwar mit dem Symbol qgnl, und fiihren zur Abkfirzung fiir das im 
folgenden viel gebrauehte ~berlappungsintegral die fibliehe Bezeiehnung 

f ~*nl/n dr = (Tnl, In) (30) 

ein. 
Die Orthogonalisierung und Zuordnung der Eigenfunktionen zu den Quanten- 

zust/~nden mit versehiedener Nebenquantenzahl gesetfieht folgendermaBen. 
Die K-Sehale enth~lt die beiden is-Zust~nde, man wird also ffir die is-Eigen- 

funktion 

q)10 = /1 (31) 

setzen. 
Von den 8 Elektronen der L-Schale sind 2 im 2s und 6 im 2p-Zustand. Die 

knotenlose 2p-Eigenfunktion ~21 identifizieren wit mit unserer/2-Eigenfunktion, 
wir setzen also 

¢P~1 = / 2 -  (32) 
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Fiir die 2s-Eigenfunktion maehen udr den Ansatz 

F2o = C2o ( h  - -  a ~°Io) (33)  

und bes~immen die Konstante ~ aus der Bedingung, d~B ~2o auf ~10 orthogonal sei, 
woraus ffir ~ der Wert 

folgt. C20 ist t in Normierungsfaktor, ftir den man aus der Normierungsbedingung 
den Wert 

02o (~o,h) - [ l  - (~0, hV]:/~ ( 3 5 )  

erh/flt. 
Dieses Verfahren 1/~13t sieh fortse~zen und man erh/~l~ ftir die orthogonale auf i 

normierte Eigenfunktion des Quantenzustandes n, l 

~On! = Onl [In --  ~ (~n'l ,  In) ~)n'l] ( 3 6 )  
at =~-}-I 

mit 
i 

Mit diesem Verfahren wurden alte Einelektroneigenfunktionen f/it den Grund- 
zustand des Ar- und tIg-Atoms berechnet. Die Eigenfunktionen T2o und ~ des 
Ar-Atoms sowie die Eigenfunktionen ~4o, 
T41, q%2 und %3 des Itg-Atoms sind zu- 
sammen mit den entsprechenden Eigen± 
funktionen des self-consistent field [14, 
13J in den Fig. 4 und 5 dargestellt. Es ist 
zu sehen, dag die Ubereinstimmung der 
mit diesem vereilffachten Verfahren be- 
rechneten Eigenfunktionen mit denen des 

o 0,5 ~,o z,5 
p .----q~ 

Fig .  4 

~s 

° 

o 0,5 I,o 1,5 

Fig.  5 

Fig.  4. Vergleich der hier  berechnetea  rad ia len  E igenfunk t ionen  q:eo/V4 ~ und ~%J~/4 n f f i r  das Ar -Atom m i t  den 
• . 4 1  . , 

t I a r t r eeschem Abszisse in  ao-, Ordinate  m a o /2-Emhe~tem hier  bereehnet ,  - . . . .  nach  t][artree 

Fig.  5. Vergleicll der hier  berechneten radia len Eigenfunkt ionen cp4o/~/4 =, ~%1/~/~,~, ~o42/V4 ~ und  ~ , a / V ~  fu r  
1 

das  ] t g - A t o m  mi t  den Har t reeschen.  Abszisse in  ao-, Ordinate  itt a 0 -  ]z-Eiuhe~ten. - -  hier bereehnet ,  
. . . . .  naeh t t a r t r ee  
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self-consistent field sehr gut ist. Ffir die Eigenfunktionen in den h6ehsten Energie- 
zustfinden, und zwar insbesondere bei den 4/-, 5s-, 5p-, 5d- und 6s-Zust/~nden des 
Hg-Atoms, ist die Ubereinsthnmung etwas schlechter. Dies d/irfte darauf zur~ek- 
zuftihren sein, dab einerseits fiir diese Zust/~nde unsere Eigenfunktionen /n der 
ersten Ngherung nicht so genau sind wie f/Jr Zustgnde, bei welehen sieh das Elek- 
tron vorwiegend im Inneren des Atoms aufh~lt und andererseits insbesondere bei 
den genannten s- und p-Zust/inden darauf, dab zufolge der groBen Anzahl der 
Orthogonalitgtsfordermlg ffir ein Elektron in der/~uBeren Schale eines sehweren 
Atoms die Fehler sich akkumulieren kSnnen. Dazu kommt noch, dal~ die als Ver- 
gleiehsbasis gew/~hlten Hartreesehen Eigenfunktionen f~r die Elektronenzust/~nde 
der/~uBersten Schale bei sehweren A~omen ebenfalls mit einem merkliehen Fehler 
behaftet sein kSnnen. 

Abgesehen yon diesem extremen Fall approximieren ]edoeh unsere Eigenfunk- 
tionen ~n~ die exakten Einelektroneigenfunktionen des self-consistent field sehr 
gut, sie sind daher gute N/iherungslSsungen der Grundgleichungen des self- 
consistent field. Und zwar kann man diejenigen ~n~-Eigenfunktionen, fiir die die 
/n-Eigenfunktionen der ersten N/iherung (aus denen die ~0n~ aufgebaut sind) mit 
Austauseh berechnet wurden, als N/~herungslSsungen der Focksch~n Gleichungen 
betrachten und diejenigen q0n~-Eigenfunktionen, f~r die die /n-Eigenfunktionen 
ohne Austausch berechnet wurden, als N£herungsl6sungen der Hartreeschen 
Gleichungen ansehen. 

2. Koordinatenstreckung 
D~ die Eigenfunktionen ~0nl nicht aus der Minimumsforderung des Foekschen 

oder Hartreeschen Energieausdruekes bestimmt wurden, 1/~Bt sich eine Verbes- 
serung der N/~herung auf folgende sehr einfaehe Weise erreichen. Man nimmt eine 
Streckung des Koordinatenmal~stabes vor, indem man f/Jr die neue Ortsvariable 

re = $ ~ (38) 

und ffir die neuen auf I normierten radialen Eigenfunktionen 
1 

~ l ( r ) = $ ~ ° n l ( ~ r )  ( n = l ,  2 . . . .  ; l = 0 , ~  . . . .  ) (39) 

setzt, und bestimmt den Streekungsparameter ~ aus der Minimumsforderung der 
Hartreesehen oder Fockschen Energie des Atoms. 

Hierzu bereehnet man mit den Eigenfunktionen (39) die Energie E¢ des Atoms 
in der Hartreeschen oder Foeksehen N/iherung in der fiblichen Weise. Wenn man 
die mit den urspriinglichen Eigenfunktionen ~0n~ (r) bereehnete kinetische Energie 
mit K und die potentielle Energie mit P bezeichnet, so ergibt sich 

E¢ = ~z K + $ P .  (40) 

Aus dcr Minimumsforderung f/Jr E¢ erh~It man f/Jr den Streckungsparameter den 
Weft 

P 
~'o: 2K ' 

womit die Eigenfunktionen (39) festgelegt sind. Auf diese Weise 1/~l~t sieh tats/ieh- 
lieh eine Verbesserung der Eigenfunktionen erzielen*. 

* Diesbeziigliche Berechnungen sind im hiesigen Institut im Gange. 
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Die dem Quan tenzus tand  n, 1 en tsprechende  Energie  des E lek t rons  erh~lt  m a n  
bekannt l i ch  folgendermaf]en 

f dv  (41) 

we J4 ° den naeh  Fock  oder  den  naeh  Ha r t r ee  e rwei te r ten  I - famil ton-Operator  in  
den Grundgle iehungen des self-consistent  field bezeichnet  und  Ylm die Kugel-  
f laehenfunkt ion in  der  fiblichen Bezeiehnung ist.  

D a  unsere E igenfunkt ionen  ~ die des t t a r t r ee schen  oder  Foeksohen self- 
consis tent  field sehr gut  approxirnieren,  laBt sich ohne Reehnungen  einsehen, dab  
dies ffir die Energieeigenwerte  in zunehmendem MaBe der  Fa l l  ist,  da  sich die 
Energieeigenwerte  ganz al lgemein m i t  bedeu tend  gr6Berer Genauigke i t  ergeben 
als die en tsprechenden  Eigenfunkt ionen.  
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